Chapitre 4 : Matrices et systémes linéaires

Dans tout le chapitre, "le corps des scalaires" K est R ou C et 1, p, g, 7 sont des entiers > 1

1 Matrices

1.1 Ensemble M;,(K)

Définition 1.1. Une matrice n X p (ou: a n lignes et p colonnes) a coefficients dans K est un tableau

all .. alp
A= : : de taille

L R (7

de taille n x p dont les coefficients (ou : éléments) a1, ..., anp appartiennent a K

On note M,;,(K) I'ensemble de ces matrices.

Définition 1.2. Soit A € M;,(K)
On définit :
* Pour tout i € [1,n], sa i-eme ligne :

1.2 Somme et produit

Définition 1.3. Soit A, B € M, (K)
On définit la somme coefficient par coefficient, cad :

A+B= ([AL»]- + [B]ij>1§i§n
1<j<p

La somme hérite des propriétés de la somme dans K

Proposition 1.4.
* L’addition est associative : VA, B,C € M;;y(K), A+ (B4+C) = (A+B)+C
* L'addition est commutative : VA, B € M;,(K), A+ B =B+ A

Définition 1.5. Soit A € M;,(K) et B € Mp,(K)
Le produit AB € M,;,(K) est défini par :

p
Vi€ [1,n], Vj € [1,q], [AB];; = kZ[A]ik[B]kj
=1



Proposition 1.6. Soit A, A’ € M;;(K), B,B" € Mp,;(K), C € My (K)etA € KOna:
(A+A")B=AB+ A'B

(AA) = AAB

A(B+B') = AB + AB’

A(AB) = A(AB)

A(BC) = (AB)C

Le produit matriciel est bilinéaire est associative.

*

*

*

*

*

Remarque capitale :

* Le produit n’est pas commutatif.

* Il y a des diviseurs de 0 : on peut obtenir 0 en multipliant deux matrices non nulles.

1.3 Transposée

Définition 1.7. Soit A € M;,(K)
On définit sa transposée AT € M, (K) par:

Vi€ [L,p], V) € [Ln], [AT]; = [A];

Proposition 1.8. Soit A € M;,;,(K) et B € M;(K)
Alors (AB)T = BT AT

1.4 Matrices élémentaires

(mp)
1
dont 'unique coefficient non nul est en position (i, j) et vaut 1

Définition 1.9. On appelle matrice élémentaire et on note E ou E;j; si le contexte est claire la matrice n x p

Proposition 1.10. Soit (i,) € [1,n] x [1, p] et (k, 1) € [1,p] x [1,4]
EU"P sij=k

(np) p(pa) _ — (nq) _ 5 p(na)
Alors Eij Ekl = . = ]l(j:k) Eil = 5]'kEﬂ
Onxgsij#k
. 1sij=k . "
oudj = 1j—p) = s’appelle "le symbole delta de Kronecker".
0 sinon

2 Matrices carrée

2.1 Généralités

Définition 2.1. Une matrice carrée d’ordre n est une matrice de taille n x n
On note M, (K) = My, (K) I'ensemble de ces matrices.

Définition 2.2. On dit que A, B € M,,(K) commutent si AB = BA

Définition 2.3.
* On appelle matrice identité (d’ordre n) la matrice

1 (0)

. = (517')19,]'9
(0) 1

* On appelle matrice scalaire toute matrice de la forme Al,;, ot A € K



Proposition 2.4. Soit A € M,;(K)
Ona:Al, = [,A = Aet A(AL,) = (AL,)A = AA

En particulier, les matrices scalaires commutent & toutes les matrices carrées.

2.2 Matrices inversibles

Définition 2.5. Soit A € M, (K)
* On dit que A est inversible s’il existe B € M, (K) tel que AB = BA = I,
* Une telle matrice B, si elle existe, est unique : on ’appelle I'inverse de A et on la note A~!
* L'ensemble des matrices n x n inversibles est appelé groupe (général) linéaire d’ordre n et est noté
GLu(K)

Proposition 2.6.
% Soit A, B € GL,(K)
Alors AB € GL,(K) et (AB)~! = B~1 A~! (stabilité par produit)
x Soit A € GLy(K)
Alors A1 € GLy(K) et (A7) ' = A

Proposition 2.7 (Simplifiabilité / régularité des matrices inversibles). Soit A € GL,(K)
* OnaVB,C € M;y(K), AB=AC = B=C
* OnaVB,C € My,(K),BA=CA = B=C

Remarque : En général, si A n’est pas inversible, 'égalité AB = AC n’entraine pas B = C

2.3 Puissances

Définition 2.8. Soit A € M, (K)
s« Pour tout k € IN, on définit A¥ = AA...A (k facteurs)
En particulier, AV=T,etAl=A
A.Asik>0

% Si A est inversible, on étend la définition aux exposants négatifs : Vk € Z, AF =
ATLLAT ik <0

Proposition 2.9. Soit A € M, (K)

AkFL — Ak pl

AK — ( Ak)l

L’énoncé se généralise aux exposants négatifs si A est inversible.

OnaVk,l e€IN:

Remarque : En revanche, (AB)F n’est en général pas égal a AFBF
Par contre, cela devient vrai si A et Bcommutent.

Théoreme 2.10. Soit A, B € M, (K) tels que AB = BA
Alors

n n—1
vneN, (A+B)" =) (’;) A'B"F et VneN,A"-B"=(A-B) Y A1k
k=0 k=0

Proposition 2.11. Soit A € M, (K)
AlorsVn € N, (A")T = (AT)"
Cette formule s’étend aux exposants négatifs si A € GL,(K)

2.4 Trace

Définition 2.12. Soit A € M, (K)
On définit sa trace :



Proposition 2.13.
* Linéarité de la trace :
VA,B € My(K), tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)
VA € K,VA € M, (K), tr(AA) = A tr(A)
* Cyclicité de la trace :
VA,B € My(K), tr(AB) = tr(BA)

2.5 Parties remarquables de M, (K)

Définition 2.14. Soit A € M, (K)
* On dit que A est diagonalesiVi,j € [1,n],i #j = [A];; =0
Dans ce cas, on note A = diag([A]11 [A]22 ... [Alnn)
* On dit que A est triangulaire supérieure si Vi, j € [1,n],i > j = [A];; =0

* On dit que A est triangulaire inférieure si Vi, j € [1,n],i <j = [A];; =0

On note T, (K) (resp. T,; (K)) 'ensemble de ces matrices.

Théoréme 2.15. Ces trois ensembles sont stables par somme et par produit.
A+ B e Dy(K

OnaVA,Be Dy(K): (&) et idem pour T;"(K)
AB € Dy (K)

En outre, les coefficients diagonaux du produit quand A, B € D, (K) (ou T, (K) ou T, (K)) sont les produits
des coefficients diagonaux de A et B

Proposition 2.16. Soit A = diag(A1,...,An) € Dy(K)
Alors A est inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonaux sont non nuls, cad ssi Vi € [1,n], A; # 0
Sicestlacas, A~ = diag(%l, ., %n)

Définition 2.17. Soit A € M,,(K)
* On dit que A est symétrique si A = AT
On note S, (K) I'ensemble des matrices symétriques.
* On dit que A est antisymétrique si AT = —A
On note A, (K) I'ensemble des matrices antisymétriques.

Proposition 2.18. S, (K) et A,(K) sont stables par somme.

3 Matrices et systemes linéaires

3.1 Définition et formulations équivalentes

Définition 3.1. Un systéeme d’équations linéaires a n équations et p inconnues est un systéme de la forme

appxy +apxy + .. +apxp = b

ap1X1 +aX2 + ...+ dgpXp = by

ap1X1 + ap2X2 + o + anpXp = by

La matrice A = (a;j)1<i<, est la matrice du systeme.
1<j<p

X1 bl

Levecteur X = | : | € KPestlinconnuet B= | : | € K" estle second membre du systeme.

Xn bn
Avec ces notations, le systéme se réécrit AX = B



Définition 3.2.
* Un systéme linéaire est homogene si son second membre est nul.
* Le systéeme linéaire homogene associé a AX = B est le systeme AX =0

Définition 3.3. Soit A € M;,(K)
Le noyau de A est 'ensemble des solutions du systeme linéaire homogene de matrice A,
cad ker A = {X € KP | AX = OKn}

Définition 3.4. Un systéeme linéaire est dit compatible sil posséde des solutions.

3.2 Principe de superposition

Proposition 3.5. Soit A € My, (K)
x Si X7 et X» € K? sont solutions de AX = 0 alors X; + X5 I’est aussi.
x Si X7 € KP estsolutionde AX = 0et A € K, alors AX est aussi solution.

Corollaire 3.6. ker A est stable par combinaison linéaire :
Pour tous X3, ..., X, € kerAettous Aq,..., A, € KonaA1X; +...+ A X, €ker A

Proposition 3.7. Soit A € My, (K) et B € K"
Supposons le systeme AX = B compatible, de telle sorte qu’il admette une solution (particuliere) Xg
Alors I’ensemble des solutions de AX = Best {Xg+ X, | Xn € ker A}

Corollaire 3.8. Un systeme linéaire possede zéro, une ou infinité de solutions.

3.3 Opérations élémentaires

Lemme 3.9 (Lemme fondamental). Soit A € M;,(K) et B € K. Soit U € GL,(K)
Alors, VX € KF, AX =B <= UAX =UB
On dit que les systetmes AX = B et UAX = UB sont équivalentes.

3.3.1 Premiere opération : I’échange

Définition 3.10. Soit i, € [1, n] différents.

On définit la matrice d’échange

Pi,j = I, —E; — E]] + Ei]' + Eji

I,, apres I’échange des lignes i et j

Proposition 3.11. Soiti,j € [1,n] différents.
* OnaP;; € GLy(K)
* Multiplier a gauche A € My, (K) par P;; a pour effet d’échanger L;(A) et L;(A)
On dit qu’on effectue [L; <> L;] sur A



3.3.2 Deuxiéme opération : la dilatation

Définition 3.12. Soiti € [1,n] et A € K*
On définit la matrice de dilatation

D;(A) = A =I,+(A—1)E;

Proposition 3.13.
* Di(A) € GLy(K)
* Multiplier A a gauche par D;(A) a pour effet de remplacer L;(A) par AL;(A)
On note cette opération [L; <— AL;]

3.3.3 Troisiéme opération : la transvection

Définition 3.14. Soit i, € [1,n] différentset A € K
On définit la matrice de transvection

Proposition 3.15.
* Multiplier A a gauche par T;;()) a pour effet de remplacer L;(A) par L;(A) + ALj(a)

On dit qu’on effectue I'opération [L; - L; + AL;]

4 Pivot de Gauss

Définition 4.1. Soit A € M;;,(K)
* On appelle pivot d'une ligne de A le premier coefficient non nul de la ligne, s’il existe.
* On dit qu'une matrice est échelonnée si :
— Si une ligne de A est nulle, les suivantes le sont aussi.
— Le pivot d’une ligne non nulle est strictement plus a gauche que le pivot des suivantes.
* Une matrice échelonnée est dite réduite si :
— Tous ses pivots valent 1
— Chaque pivot est le seul coefficient non nul de sa colonne.



Théoréme 4.2. Soit A € M,;,(K)
II existe une suite d’opérations élémentaires transformant A en une matrice échelonnée réduite.

Remarque : La matrice échelonnée réduite du théoreme est en faite unique.
Expliquons I'algorithme (du pivot de Gauss) qui transforme effectivement A en une matrice
échelonnée réduite.
On parcourt la matrice A colonne par colonne :
* S’iln’y a aucun coefficient non nul sur une ligne non encore utilisée, on passe a la colonne suivante.
* S'il y a un coefficient non nul sur une ligne non encore utilisée :
— On en choisit un.
— On le ramene (par un échange, s’il y a besoin) tout en haut des lignes non encore utilisés.
— On le ramene (par une dilatation) a 1.
— Par des transvections, on rend nuls tous les autres coefficients de la colonne.

— On décrete utilisée la ligne.

Définition 4.3. Dans un systeme linéaire dont la matrice est échelonnée réduite :
* Les équations 0 = ... correspondant aux lignes nulles de la matrice s’appellent

les équations de compatibilité

* Les inconnus correspondant aux colonnes comportant un pivot sont dites
principales et les autres secondaires
Pour résoudre un tel systeme :
* Si toutes les équations de compatibilité sont 0 = 0, le systéme est compatible et on obtient 1’ensemble
des solutions par paramétrage, en utilisant les inconnues secondaires comme parametre.
* Siau moins une des équations de compatibilité est 0 = a le systéme est incompatible :

I’ensemble des solutions est vide.

5 Conséquences sur l'inversibilité

5.1 Critére "nucléaire" d’inversibilité

Théoreme 5.1. Soit A € M, (K)
Alors A est inversible si et seulement si ker A = {0}

Lemme 5.2. Soit S € M, (K) une matrice échelonnée réduite et telle que ker S = {0}
Alors S = I,

5.2 Inversibilité a gauche et a droite
Théoreme 5.3. Soit A € M, (K)
LASSE :
(i) A estinversible.
(ii) A estinversible a gauche: 3B € M, (K) : BA = I,
(ili) A estinversible a droite: 3B € M, (K) : AB = I,

En outre, si B € M, (K) vérifie AB = I,, ou BA = I, alors B est I'inverse de A.



5.3 Systémes de Cramer et premiere méthode de calcul de I'inverse

Théoréme 5.4. Soit A € M, (K)
LASSE :

(i) A € GLy(K)
(ii) Quelque soit B € K", le systeme AX = B a une unique solution

En outre, si A € GL,(K), I'unique solution de AX = Best X = A-1B

5.4 Génération de GL,(K)

Théoreme 5.5. Soit A € GL,(K)
Alors il existe une liste de matrices d’opérations élémentaires ()4, ..., (), telles que A = (... (4
On dit que les matrices d’opérations élémentaires engendrent GL,(K)

Lemme 5.6. Soit S € M, (K) une matrice échelonnée réduite inversible.
Alors S = I,
5.5 Calcul de l'inverse par les opérations élémentaires

Exemple : On échelonne :

Matriciellement : I, = Tio(—1)Dy(—3)To1(—1) I
On en déduit que A est inversible, d'inverse A~! = Tj5(—1)Dy(—3)Ta1(—1)

En pratique, on présente le calcul avec des "bimatrices"

1 1|1 0 1
_>
(1—101) <0

—_
—_
o

) [Ly < Ly — L]

|
N

|
—_
—_

NI= Nl—= Nl—= =

Donc A est inversible, d’inverse



6 Réduction des matrices 2 x 2

6.1 Déterminant

b
Définition 6.1. Soit A = | d) € My(K)
Cc

On définit son déterminant

Théoréme 6.2.
* Le déterminant est multiplicatif :
VA, B € My(K), det(AB) = det(A) det(B)
b
* Pour tout A € Mp(K), A = 4 i ona:
c

— A € GLy(K) si et seulement si det(A) # 0
d -
— Sidet(4) 0,47 = b ( b>

—C a

6.2 Valeurs propres, vecteurs propres

X

Définition 6.3. Soit A € M,(K). Soit X = (
y

>6K2et/\61<

0
On dit que X est un vecteur propre pour A associé a la valeur propre A si X # 0 et AX = AX
On définit le spectre de A comme 1’ensemble S, (A) des valeurs propres de A

Définition 6.4. Soit A € M(K)
On définit le polyndme caractéristique de A :

Xy = X? —tr(A)X 4 det(A)
Proposition 6.5. Soit A € M,(K) et A € K
Alors A est une valeur propre de A ssi A est racine de Xy
Proposition 6.6 (Non-colinéarité des vecteurs propres). Soit A € M (K) et X3 = <x1> et Xo = <x2> deux
n Y2

X1 X2
Vi VY2

£0

vecteurs propres de A associés a des valeurs propres A1 # Aj. Alors

6.3 Similitude

Définition 6.7. Soit A, B € M,(K)
On dit que A et B sont semblables et on note A ~ Bsi 3P € GLy(K) : B= P~ '1AP

Proposition 6.8. ~ est une relation d’équivalence. Elle est :
Réflexive : VA € Mp(K), A~ A

Symétrique: VA,B € Mp(K),A~B = B~ A

Transitive : VA,B,C € M(K), (A~ BetB~C) = A~C

Proposition 6.9. Deux matrices de M;(K) semblables ont la méme trace, méme déterminant, méme polynome

caractéristique et méme spectre.

Définition 6.10. Une matrice de M;(K) est dite :
* diagonalisable : si elle est semblable a une matrice diagonale.
* trigonalisable : si elle est semblable a une matrice triangulaire.



6.4 Théoréme de classification

Théoréme 6.11. Soit A € M,(K)
* Si A possede deux valeurs propres Ag # A € K, alors A ~ diag(Ao, A1)
(On dit que A est diagonalisable & spectre simple)

* Si A possede une valeur propre double A € K, alors :
— Oubien A = Al

— Oubien A ~ (3 j\) ("bloc de Jordan")

* Si K = R et que A posseéde deux valeurs propres conjuguées a £ib (ot a € R et b € R*), alors

A~<a b)
b a

Lemme 6.12 ("de descente" pour la similitude). Soit A, B € M,(RR)
SiA~ B,alors A~ B
C R

7 Suites récurrentes linéaires

7.1 Suites arithmético-géométriques

Définition 7.1. Une suite arithmético-géométrique est une suite (u,),eN a valeurs dans K telle qu'il existe
a, B € Ktels que Vin € N

Upy1 = aly + B

Proposition 7.2. Soit (u,),eN € KN telle queVn € N, uy41 = auy + B, otun, f e Ketaw #1

Alors Vn € N P P
— 4 _
Uy = & (uo 1—¢x>+1—¢x

7.2 Suites récurrentes linéaires homogeénes d’ordre 2

Dans cette section, on fixe &, f € K et on considere les suites récurrentes (i, ),eN € KN vérifiant la relation de
récurrence Vn € IN
Upy2 +auy1+ Pun =0 (RR)

vneN, [ = 0 1 tn
Up42 —p —u Un+1
Notons A = 0 !

Son polyndme caractéristique X4 = X? + aX + B est appelé polynome caractéristique de (RR)

Cela se réécrit matriciellement

On va réduire A, cad trouver :
* Une matrice "simple" S € M;(K)
* Une matrice P € GL,(K)

telles que A = PSP~!

On aura alors, pour tout n € IN

En notant



On obtient
uy \ _ [r s a, by v
1)\t u) \ew dn) \w

u, = roa, + rwb,, + svc, + swd,

donc

Autrement dit, (u,),enN est une combinaison linéaire de quatre suites (a,)yeN, (Un)neN, (¢n)neN, (dn)neN

Théoréme 7.3. Soit (u,),en € KN vérifiant (RR)
Notons X' = X? +aX + 8
* si X' a deux racines simples Ag, A1 € K, alors il existent a,b € K tels que (uy)yeNn = (aA§ + DAY ) yen
% Si X a une racine double A € K*, alors il existent a,b € K tels que (un)pen = (aAA" 4+ bnA™)en
* Si K = R et que X’ a deux racines complexes conjuguées re'? et re = (our € R* et 8 € ]0, r[) alors il
existent a,b € R tels que (uy),en = (ar” cos(nf) + br" sin(nh)), o

11



